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等周不等式は，古くから研究されてきた素朴かつ興味深い幾何学的不等式である．等周不等式の主張
は直観的だが，それに反して証明には多大な労力が必要とされる．また，変分法等の微分幾何学的アプ
ローチが有効であり，n次元 Euclid 空間やn次元球面のようないくつかの基本的な空間において精密な
解が知られている．一方 Gromov は，空間の大域的な性質を研究するため測度距離空 間全体の空間上
に Lipschitz 順序を導入し豊かな理論を展開した [1]．本論文では特に，Lipschitz 順序の等周不等式へ
の応用に着目する．これは等周不等式への比較的新しいアプローチである．Gromov はいくつかの仮定 
の下，空間が主に連続的な場合において等周不等式が Lipschitz 順序を用いて表示できることを主張し
た [2]．本論文の目的は，その主張のバリエーションとなる定理をいくつか与え，適用できる空間を広 
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げることである．このことの利点の一つとして，離散的な空間と連続的な空間を統一的に扱うことが可
能となる点が挙げられる．重要な応用の一つは，離散的な空間の等周不等式を極限操作することで連続
的な空間の等周不等式を得ることである．例えば，n次元離散超立方体の等周不等式 [3]の極限をとるこ
とによって連続的なn次元l1超立方体[0,1]nの精密な等周不等式が得られる． 
 
定理 1. n次元ルベーグ測度を ℒn とする．任意の閉集合 Ω ⊂ [0,1]n で ℒn(Ω) > 0 を満たすものに対
し，l1-距離d𝑙𝑙1に関する原点を中心とする距離球 B ⊂ [0,1]𝑛𝑛 で ℒn(𝐵𝐵) = ℒ𝑛𝑛(Ω) を満たすものをとる．こ
のとき，任意の r > 0 に対して ℒn(B𝑟𝑟) ≤ ℒ𝑛𝑛(Ω𝑟𝑟) が成り立つ．ここで Ar ≔ {x ∈ [0,1]n|dl1(x, A) ≤ r} はl1-距離に関する部分集合A ⊂ [0,1]nの開 r-近傍である． 
 
この等周不等式は有名な nR次元単位球面上の Lévy の等周不等式 [4] [5]と同じ型の等周不等式である．
本論文では空間が Lévy 型の等周不等式を満たすことをその空間が ICL 条件を満たすと呼ぶ．一方，考
察する空間上の 1-Lipschitz 関数の分布は等周不等式と深く関連している．ここで，1-Lipschitz 関数と
は Lipschitz 定数が 1 以下の関数のことである．考察する空間上の 1-Lipschitz 関数の分布全体の集合
の Lipschitz 順序に関する極大元を iso-dominant と呼ぶ．iso-dominant を用いた条件と ICL 条件がど
のような状況の下で同値になるかが本論文の主題である．ICL 条件と iso-dominant についての正確な
定義は論文中の序文で述べる．以下，iso-dominant を用いた条件を単に iso-dominant 条件と呼ぶ．本
論文は [6] [7] [8]に基づくものである．  
第 2 節では，準備のために測度距離空間についての基本事項等を述べる． 
第 3 節では，加法的誤差を許さない場合に ICL 条件が iso-dominant 条件と同値になることを示す．
等周不等式は，境界測度を用いて定義される isoperimetric proﬁle という関数を用いてしばしば表現さ
れる．その表現を論文中では IC 条件と呼ぶ．IC 条件と ICL 条件が同値になることも示す．これらは 
Gromov によって [2]において述べられていた主張の精密化や一般化になっている．n次元離散超立方
体は誤差を許さない ICL 条件を満たすが，iso-dominant 条件は満たさないことに注意する． 
第 4 節では，加法的誤差つき Lipschitz 順序を新たに導入し，定義と性質について述べる．もと 
の Lipschitz 順序は単調増加な Lipschitz 写像を用いて定義されるが，誤差付き Lipschitz 順序では代わ
りに誤差付きで単調増加かつ誤差付きで Lipschitz な対応関係を用いる．一点を複数の点と対応させる
ことができることが誤差付き Lipschitz 順序の応用を広げている．Lipschitz 条件は写像の
well-deﬁnedness を導くため，誤差がないときには誤差付き Lipschitz 順序は通常の Lipschitz 順序を
復元する．また，誤差を許した推移律は興味深い性質の一つである． 
第 5 節では，第 3 節で示した ICL 条件と iso-dominant 条件の同値性を誤差付きの場合に拡張する．
証明の方針としては第 3 節が参考になるが，一般化逆関数等の性質を十分に利用しているため証明は
技巧的なものになっている．この同値性は誤差付き Lipschitz 順序の定義の正当性を保証する要因の一
つである．離散空間の ICL 条件が iso-dominant 条件に翻訳できることは，誤差を許す大きな利点であ
る． 
第 6 節では，iso-dominant 条件の極限操作について考察する．iso-dominant 条件は測度の弱収束に 
関して閉じていることを証明する．実際はさらに強く，iso-dominant 条件は測度の弱収束よりも一般に
測度距離空間の集中に関して閉じていることを証明する． 
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第 7 節では，Lipschitz 順序の応用について述べる．まずは定理 1 の証明を行う．次に，iso-dominant 
を利用することにより，測度距離空間の重要な不変量である observable diameter の評価を行う．また，n次元球面のnに関する極限の分布についての定理である normal law à la Lévy の iso-dominant を用い
た別証を紹介する． 
第 8 節では，Lévy 型の等周不等式を満たす空間の条件を考察する．空間が精密な Lévy 型の等周不
等式を満たす場合，空間は距離空間として大きな制約を受ける．例えば空間の直径が有限の場合にはあ
る 2 点を結ぶ最短線によって空間が覆われることが示される．これによって，Lévy 型の等周不等式が
得られる空間の候補を絞ることができる．また， [7]の主定理の一つである等周的剛性定理の証明を行
う． 
第 9 節では，輸送計画を用いたオブザーバブル距離とボックス距離の表現を扱う．オブザーバブル
距離とボックス距離はパラメータを用いて定義されているが，輸送計画を用いて表した方が直観的であ
り具体的な計算に適している．本節では応用として，オブザーバブル距離とボックス距離に最適輸送計
画が存在することを示す． 
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別 紙 
 
論文審査の結果の要旨 
 
等周問題とは，リーマン多様体あるいはより一般に測度距離空間において，その領域の体積
（測度）を一定にしたときの境界の面積（面積測度）を最小化する問題であり，それを不等
式で表したものが等周不等式である．また等周不等式に付随する定数は等周定数と呼ばれ，
その精密評価は一般に困難であり幾何学における一つの主題となっている．今までに解かれ
ている等周問題はすべて距離球によりその解が与えられており，この場合，等周定数の精密
評価が幾何学的に得られていることとなる．Gromov は実数直線の上の２つの測度の自然な順
序関係であるリップシッツ順序が等周問題と深く関係することを示唆した．中島啓貴氏の研
究はこの Gromov によるアイディアを大きく発展させたものである．氏の一つの重要な成果と
して，1-リップシッツ関数の分布全体の中でリップシッツ順序に関して最大限の存在が等周
定数の精密評価（距離球が等周問題の解を与える）と同値であることを証明した．これは
Gromov が証明なしに主張したことの一般化となっている．中島氏はさらにこれを離散的な測
度距離空間へと発展させた．空間が離散的な場合は，直接的な拡張に反例があるため，その
ままでは成り立たない．そこで中島氏は誤差を許した形での新しい定式化を発見し，その証
明を与えた．この定式化は極めて非自明であり，独自の工夫を含んでおり，技術的にも高度
である．また，これを利用して，測度距離空間の極限操作により等周不等式が保たれること
を示した．これらの理論と BolloBás-Leader の定理を応用して，超立方体にルベーグ測度と
l1-距離を導入した空間において等周定数の精密評価を初めて与えた．また別の研究として，
等周定数が距離球で実現されるような測度距離空間は，最短測地線で層化されるという構造
定理を得た．これは Cheeger-Gromoll の分割定理の一種の一般化となっている． 
これらの業績の離散空間への一般化以外の部分は既に Journal of Mathematical Society of 
Japan と Advances in Mathematics に掲載済みとなっており，客観的に高い評価を受けている． 
これは自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有することを示している．
したがって，中島啓貴提出の博士論文は，博士（理学）の学位論文として合格と認める． 
 
